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Аннотация. В статье рассмотрено ускорение электронов коротким, но достаточно протяженным 
лазерным импульсом при его фокусировке в газ. Такие импульсы могут содержать 100 и более 
колебаний лазерного поля, и их длительности простираются в диапазоне tL ≥ 10–13c. Предложен 
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лятивистское уравнение Гамильтона–Якоби для действия в гауссовом лазерном пучке с линейной 
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Одной из проблем, привлекающих внимание 
исследователей в настоящее время, является 
ускорение электронов в фокусе ультракоротких 
лазерных импульсов. На этом пути можно полу-
чать электроны с кинетической энергией 1 МэВ и 
выше, что представляет интерес для применений 
в наноэлектронике. На электрон, осциллирую-
щий в сильном поле, действует стрикционная 
(пондеромоторная) сила, выталкивающая его в 
область более слабого поля. В процессе своего 
движения электрон ускоряется. Движение элек-
трона является релятивистским. Это обстоятель-
ство усложняет решение задачи. 

Данная работа является продолжением ис-
следования, начатого в статье «Математические 
модели, основанные на релятивистком уравне-
нии Гамильтона-Якоби в лазерной физике» [3], 
там же приведена большая часть библиографии. 
В исходной статье рассмотрено волновое урав-
нение Дирака и его классический предел — урав-
нение релятивистское Гамильтона–Якоби (РГЯ), 
а также показано, что для изучения ускорения 
электронов в фокусе лазерных импульсов до-
статочно использовать указанное уравнение. 
Это уравнение для случая гауссова лазерного 
импульса и линейной поляризации излучения в 
системе единиц измерений c = 1, e = 1 имеет вид

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     − − − + + =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
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где ( , )S t r  — функция действия; ( , )tp r  — вектор-
ная функция имульса; ε( , )t r  — энергия электро-
нов; ( , )tA r  — векторный потенциал электромаг-
нитного поля.

Для гауссова лазерного импульса с линейной 
поляризацией излучения векторный потенциал 
обладает двумя компонентами: поперечной, 
перпендикулярной оси, — Ax, и продольной, на-
правленной вдоль оси лазерного импульса, — Az:
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где = π λ2 /k  — волновое число; λ — длина волны 
излучения; ρ = ρ + 2 2

0 1 ,Rz z  = πρ λ2
0Rz  — рэлеев-

ская длина; ρ0 — поперечный размер минималь-
ной гауссовой перетяжки в фокальной плоско-
сти; φ0 — значение фазы в момент времени t = 0, 
в точке z = 0; = +2 2 ;r x y  ∈ — малый параметр. 

Уравнение (1) представляет собой диффе-
ренциальное уравнение в частных производных 
второго порядка параметрического типа с 
вынуждающей силой. Исследование данного 
уравнения можно разделить на два случая в зави-
симости от длительности лазерного импульса tL. 
Для длинных импульсов, длительность которых 
условно превышает 100 колебаний лазерного 
поля ω π ≥/ 2 100,Lt  справедлива концепция пон-
деромоторной силы, предложенная П. Л. Ка-
пицей в 1951 г. для механических систем с вы-
сокочастотной вынуждающей силой [4, c. 119]. 
В нашем случае механической системой явля-
ется электрон, а высокочастотную силу создает 
внешнее электромагнитное поле лазерного 
импульса. 

Для более коротких лазерных импульсов с 
длительностью ω π ≤/ 2 10Lt  концепция пондеро-
моторной силы теряет свою силу, и для решения 
задачи следует рассматривать строгое урав-
нение РГЯ в лагранжевой постановке, которое 
принимает вид уравнения движения для элек-
трона под воздействием силы Лоренца с учетом 
релятивистских эффектов. 

Далее рассмотрим первый случай, в рамках 
которого можно усреднить уравнение РГЯ и по-
лучить выражение для пондеромоторной силы, 
действующей на электрон внутри лазерного им-
пульса релятивистской интенсивности. Отметим, 
что концепция П. Л. Капицы использовалась в 
ряде работ, например, при изучении колебаний 
молекул в оптических полях [1] и применительно 
к лазерному импульсу [6].

1. Усреднение уравнения РГЯ. Уравне-
ние (1) содержит постоянные и осциллирующие 
члены, поэтому его решение можно представить 
в виде постоянной S0 (усредненной по высокоча-
стотным осцилляциям электромагнитного поля) 
и осциллирующей ΔS частей. Осциллирующая 
часть должна содержать гармоники в силу нели-
нейности уравнения:

= + ∆0 ;S S S  (3)
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Здесь амплитуды имеют n-й порядок мало-
сти при условии отсутствия резонансов.

Подстановка в уравнение (1) дает следующий 
результат:
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так как они содержат синусы и косинусы в 
первой степени. Усреднение следующих двух 
слагаемых дает
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где ϕ ϕ(1)
1 1,��  — части фаз в выражении (2), не 

зависящие от времени; α1 — постоянная фаза 
в формуле (3); ΔS1 

— амплитуда колебаний на 
основной частоте. Первое слагаемое имеет пер-
вый порядок малости, второе слагаемое — сле-
дующий порядок малости, так как компонента 

0
zA  — мала.

Усреднение квадратичных слагаемых дает
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В результате приходим к следующему урав-
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Последние два слагаемых в правой части 
уравнения (4) представляют собой малые по-
правки, условие их малости 
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Слагаемое 0 21/ 2( )zA  для гауссова пучка 
также мало. В результате приходим к усреднен-
ному релятивистскому уравнению Гамильтона–
Якоби (УРГЯ), не содержащему малых поправок 
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Поскольку правая часть уравнения (5) цилин-
дрически симметричная (зависит от поперечных 
координат x, y в комбинации 2 2r x y= + ), то 
уравнение (5) также является цилиндрически 
симметричным
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импульса. В данной постановке это медленная 
зависимость. Интересным является тот факт, 
что уравнение (6) не зависит от поляризации 
линейно-поляризованной волны. Такая зави-
симость возникает только при учете малых 
осцилляционных поправок. Предложенный 
метод назовем «методом усреднения действия 
Гамильтона-Якоби в лазерном поле».

2. Начальные и граничные условия. Уравне-
ние (6) описывает плавное дрейфовое движение 
электронов. Рассмотрим случай, когда элек-
троны перед лазерным импульсом покоятся. 
К уравнению (6) можно поставить нулевое на-
чальное условие по времени, поскольку энергия 
и импульс начального электрона малы. Если 
расчет начинается в момент t = 0, то перед про-
хождением лазерного импульса 
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Можно также рассматривать ненулевые на-

чальные условия.

3. Подготовка уравнения (6) к численному 
моделированию. Возвращаясь к размерным 
константам, запишем
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.
S

S
mc

=
ρ



Используем формулу (12) из статьи [3] и за-
пишем выражение

2
0

0( ) 2 ,��� .
( )

r

Imc
A

e I

ξ
ξ = α α =

В результате получим обезразмеренное УРГЯ

22

22

2 2 2

( )2

1
2

1 ;
1

L

L

z zr

xz

S S S

r z

e e
z

τ − −
−−

+ β

     ∂ ∂ ∂
− − =     ∂τ ∂ ∂     

α
= +

+β
⋅

  





  

  



 

(7)

2

0 0

0

;���� � ;�� �� ,L
L

r R

I t c
x

I z

 ρ
α = β = =  ρ 



где Lz  — начальное смещение максимума 
лазерного импульса относительно фокальной 
перетяжки; Ir — релятивитская интенсивность 
(см.: [3]). Используя выражение для рэлеевской 
длины, можно также записать

2

0

.
 λ

β =  πρ   
Вторая экспонента в уравнении (7) опреде-

ляет гауссову форму лазерного импульса по 
времени. 

4. Уравнение, описывающее ускорение 
электронов вдоль оси лазерного пучка. 
Можно использовать УРГЯ также для описания 
ускорения электронов вдоль оси Oz. Для этого 
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в правой части уравнения (7) следует положить 
0,r =  а слева опустить производную 0,S r∂ ∂ =

  
получим выражение

2

2

2 2 ( )

2
1 .

1

L

L

z z

xS S
e

z z

τ − −
−   ∂ ∂ α

− = + ⋅   ∂τ ∂ +β   

  



 

  

5. Метод «больших частиц» в лазерной 
физике бесстолкновительного электронного 
газа. Рассмотрим УРГЯ в формуле (6). Легко 
видеть, что

2 2 20
0 0 ;эф

S
m m

t

∂
ε = = + +

∂
p

2

20 0( )

2
,

r

эф

A t z
m e

−
ρ− ρ

=
ρ

где mэф представляет собой эффективную мас-
су, соответствующую энергии осцилляций элек-
трона в поле электромагнитной волны.

Перепишем уравнение (6) в следующем виде
2

2 2 20
0( ) .эф

S
S m m

t

∂  − ∇ = + ∂   
(8)

Возьмем градиент от левой и правой частей 
уравнения

2

0 0 0

0 0 0

2

2 2 ;

S S S

t t t

S S

t t t

∂ ∂ ∂     ∇ = ∇ =     ∂ ∂ ∂     
∂ ∂∇ ∂    = = − ε    ∂ ∂ ∂    

p

2
0 0 0

0 0 0 0

( )

2( )

( )

2( ) ,

S S S

S S =

∇ ∇ = ∇ ∇ ⋅∇ =

= ∇ ⋅∇ ∇ ∇⋅p p

в результате получим

20
0 0 0( )2 2 .эфm

t

∂ ε + ⋅∇ = −∇ ∂ 

p
p p

Учтем связь

0
0

0

,=
ε
p

v

поэтому

20
0 0

0

1
( ) .

2 эфm
t

∂  + ⋅∇ = − ∇ ∂ ε 

p
v p

 
(9)

Уравнение (9), которое получается взятием 
градиента от выражения (8), есть уравнение 
переноса усредненного импульса в эйлеровой 
постановке. В лагранжевой постановке оно вы-
глядит следующим образом:

2 2 0 20

0

1 1
; ��� ( ) .

2 2эф эф x

d
m m A

dt
= − ∇ =

ε
p

     
(10)

Это есть уравнение дрейфового движения 
электрона в поле высокочастотной электро-
магнитной волны. Правая часть в формуле (10) 
представляет собой выражение для релятивист-
ской пондеромоторной силы. При выталкивании 
электрона из лазерного пучка градиент отрица-
тельный, поэтому правая часть положительна. 
К формуле (10) следует добавить уравнение для 
определения траектории

0 0
0 0

0

;������� .
d

dt
= =

ε
r p

v v
 

(11)

Система уравнений (10)–(11) описывает 
усредненное (дрейфовое) движение электронно-
го газа в поле лазерного импульса в лагранжевой 
постановке. Система позволяет решать задачу 
о движении электронного газа в рамках метода 
«больших частиц». Здесь «большой частицей» яв-
ляется лагранжевская ячейка электронного газа. 
В методе «больших частиц» для электронного 
газа без взаимодействия ячейки перепутываются, 
т. е. могут проходить друг через друга. Уравне-
ния метода больших частиц с взаимодействием 
между ними для разреженной двухкомпонентной 
лазерной плазмы были рассмотрены в статье 
«Метод взаимодействующих частиц в релятиви-
стской лазерной физике» [2]. Решения задачи в 
указанной работе не проводилось.

Метод усреднения действия перестанет 
работать для очень коротких лазерных импуль-
сов, длина которых сравнима с длиной волны 
излучения:

10 100 .Lt фс
c

λ< ≈

6. Результаты численного решения усред-
ненного релятивистского уравнения Гамиль-
тона–Якоби (УРГЯ). В данной работе приведены 
результаты численного решения уравнения (8), 
реализована двухслойная неявная разностная 
схема типа «крест сверху» (рис. 1). 

18

17

16

S

0
0

20
40

60
80

100
z

r

Рис. 1. Функция действия 
в момент времени � 15;τ =  
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Решение получено методом простой ите-
рации: 

– сетка 100 х 100; 
– значение времени � 15;τ =  
– параметры лазерного импульса α = 1, β = 

1, xL = 5, zL = 10;
– сетка hτ = 0,02; hr = 0,1; hz = 0,25.
При нахождении функции импульса увели-

чена точность расчета производных. Для этого 
применена разностная формула Ньютона, со-
гласно которой производная рассчитывается по 
четырем точкам — две точки слева, две справа. 
Неявная разностная схема при t > 10 дает неко-
торую шероховатость, которая появляется, ког-
да фронт импульсов становится более крутым и 
переходит в режим опрокидывания. Для сглажи-
вания решения в задачу вводилась искусственная 
вязкость согласно [5]. 

Расчет функции модуль импульса в момент 
времени � 15;τ =  показывает, что распределение 
импульса на сетке r, z имеет кольцевую форму 
с ярко выраженным максимумом, а фокальная 
перетяжка лазерного импульса находится в точке 
z = 50 (рис. 2). Ускорение электронов происходит 
до больших значений импульсов и энергий, также 
как и их ускорение назад. Однако эти электроны 
имеют меньшие значения импульсов и энергий. 
Максимум импульса возникает под значительным 
зенитным углом к оси лазерного пучка. В принци-
пе, данные расчеты позволяют определить углы, 
под которыми должны вылетать наиболее энер-
гичные электроны. Это будет конус, направлен-
ный вперед под значительным зенитным углом.

Таким образом, в данной работе из строгого 
уравнения РГЯ усреднением по периоду лазер-
ного излучения получено уравнение УРГЯ. Такое 
уравнение описывает дрейфовое движение 
электрона, на который действует релятивистская 
пондеромоторная сила. Получено выражение 
для пондеромоторной силы, возникающей для 
гауссова пучка. Уравнение УРГЯ справедливо 

для импульсов, длинных по сравнению с длиной 
волны излучения. Строгое уравнение РГЯ следу-
ет использовать для импульсов, длина которых 
сравнима с длиной волны излучения. Рассмотрен 
переход для уравнения УРГЯ от эйлеровой к ла-
гранжевой постановке. При этом получено вы-
ражение для релятивистской пондеромоторной 
силы, действующей на электрон в поле лазерно-
го импульса.
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Рис. 2. Функция модуль импульса в момент 
времени � 15;τ =

Проведено численное исследование уравне-
ния УРГЯ в эйлеровой постановке. Решалась T2D 
задача. Находились функция действия ( , )S t r  и 
функция ( , )P t r  равная модулю вектора импуль-
са. Решение получено при помощи двухслойной 
неявной разностной схемы типа «крест сверху». 
Производные рассчитывались при помощи раз-
ностных формул Ньютона, повышенной точно-
сти, известных в вычислительной математике. 
В расчеты вводилась искусственная вязкость со-
гласно рекомендациям книги А. А. Самарского 
и Ю. П. Попова. 

Расчеты показывают, что в фокусе длин-
ного гауссова лазерного импульса горячие 
электроны выбрасываются в широкий конус в 
основном под большими углами к оси лазер-
ного импульса. 
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